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Organisation du cours

Optimisation continue (1h CM + 2.5h BE)
Optimisation discrete (3.5h )

Algorithmes évolutionnaires (2h)
Evaluation (1h) : QCM sur les 3 parties
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Plan du cours

Introduction

Optimisation sans contraintes différentiable
Optimisation convexe non différentiable
Optimisation sous contraintes

Synthése des cadres et solveurs
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Introduction
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Pourquoi formaliser un probléme?

Objectif du cours

Identifier la structure du probleme d’'optimisation, choisir un cadre théo-

rique, puis une méthode de résolution adaptée.

choix
d'algorithme

modele
mathematique

analyse des
résultats

situation
physique

résolution
numérique
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Définition générale d'un probléeme

On consideére

> une variable de décision x € R”,

> un coiit f: R" — R,

> des contraintes d'égalité h: R” — R"™

> des contraintes d'inégalité g : R” — RP.
qui définissent le probleme :

;g]ilgn f(x) sous h(x) =0, g(x)<0.

Définition : Ensemble admissible
L'ensemble admissible est A = {x € R" : h(x) =0, g(x) <O0}.
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Vocabulaire : minimum global et minimum local
Définition : Solution globale

x* € A est une solution globale si f(x*) < f(x) pour tout x € A.

Définition : Solution locale
x* € A est locale s'il existe p > 0 tel que f(x*) < f(x) pour tout x € AN

f(x)

B(x*, p).

inimum local

minimum g

P

L x
voisinage
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Optimisation sans contraintes
différentiable
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Probleme sans contrainte différentiable

Cadre
On consideére f : R” — R différentiable et le probleme

2}1@ f(X) (Psc)

Gradient

Le gradient V£ (x) € R" répresente une approximation linéaire de f vérifie

f(x +d) = f(x) + VF(x)"d + o(||d]|).

Hessienne

Si f est deux fois différentiable, V2f(x) € R"*" décrit |a courbure locale et vérifie

Fx -+ d) = () + VF()Td + 3d7V?F(x)d + o).
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Solutions globales et locales sans contrainte
Définition : Globalité
Une solution globale minimise f sur tout R"”. C'est une propriété forte, souvent
difficile a certifier en non convexe. )

Définition : Localité
Une solution locale minimise seulement dans une boule euclidienne B(x*, p) avec
p > 0. Les algorithmes locaux visent typiquement ce type de point.

f(x)

minimum global

voisinage
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Condition nécessaire du premier ordre
Proposition : Fermat différentiable J

Si f est différentiable et si x* est un minimum local, alors Vf(x*) = 0.

Remarque : Attention

La réciproque est fausse en général : un point stationnaire peut étre un maximum
local ou un point selle.

f(x)

maximum local

minimum local

minimum g|
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Fonctions convexes
Définition

Une fonction f : R” — Rest dite convexessi V(x, y) € (R")?, Vt € [0,1],

F(1—t)x+ ty) < (1—t)f(x)+ tf(y).

Fonction convexe

Fonction non convexe
Interprétation géométrique
Une fonction est convexe si son graphe est situé en dessous de toute
corde reliant deux points de son graphe.
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Conditions d'optimalité convexe

min f(x P,
x€Rn ( ) ( SC)
Minima d’une fonction convexe

Soit x* € R". Si f est convexe alors x* est une solution locale de (Ps) ssi
x* est une solution globale
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Conditions d'optimalité convexe

;2%1" f(x) (Psc)

Minima d’une fonction convexe

Soit x* € R". Si f est convexe alors x* est une solution locale de (Ps) ssi
x* est une solution globale

Condition suffisante d'optimalité d'ordre 1 convexe (CS1 convexe)

Soit x* € R". Si f est convexe et différentiable en x* et si x* est tel que :
Vi(x*) =0,

alors x* est une solution locale (donc globale) de (Psc).
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Synthése théorique sans contrainte

Cadre Condition utile Garantie

Différentiable quelconque V£ (x*) =0 nécessaire locale seule-
ment

Convexe différentiable Vi(x*)=0 nécessaire et suffisante

d’'optimalité globale

Point clé

les algorithmes d'optimisation sont itératifs

On ne peut que satisfaire Vf(x*) = 0 en pratique
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Directions de descente : principe commun

Définition : Direction de descente

Au point x, une direction dj est de descente si Vf(xx)"dx < 0. Alors
f(Xk aF adk) < f(Xk)

pour o« > 0 assez petit.

Schéma générique

Choisir dg, choisir un pas ay > 0, puis poser

Xk+1 = Xk + Qydk.

V() Tde <0
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Recherche linéaire

Schéma générique

Choisir dj, choisir un pas a, > 0, puis poser
Xkl = Xk + Qpdk

La recherche du pas ay s'appelle la recherche linéaire

Pas constant

on choisit ax = o > 0.

Pas optimal

on choisit c tel que pi(a) = f(xk + adk) et on cherche un pas acceptable.

Regle d'Armijo
On accepte ay si f(xx + axdi) < f(xx) + caxV(xk) dk, avec ¢ € (0,1).
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Ordres d’'information

Ordre 0

Seules les valeurs de f sont utilisées. Ces méthodes sont utiles si les dérivées
sont indisponibles ou bruitées.

Ordres 1 et 2

L'ordre 1 utilise Vf. L'ordre 2 utilise aussi V2f ou une approximation de
cette matrice.

4

Compromis

Plus I'information locale est riche, plus I'itération peut étre efficace, mais
plus chaque itération peut étre coliteuse.

Ordre 0 Ordre 1 Ordre 2
f(x) f(x), VF£(x) f(x), VFf(x), V2f(x)
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Algorithme du gradient

Définition : Direction
Le choix dx = —Vf(xk) donne la direction de plus forte descente pour la norme

euclidienne. )

Itération
Xk+1 = Xk — Oéka(Xk),

La méthode est robuste mais peut étre lente.

Vi) Tde <0
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Newton : modele quadratique local
Définition : Probleme quadratique local

La direction de Newton est obtenue en résolvant le probleme

1
. T 1 T2
min f(xk) + VI(x) d+ 2d Vef(x)d.

Systeme linéaire associé

Si V2f(xx) est définie positive, ce probléme admet une unique solution dj, ca-
ractérisée par
V2f(Xk)dk = —Vf(Xk).

f(x)

A

N

|
X+ di !

1o
dk 1
Ll > X
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Newton : forces et fragilités

Force

Prés d’'un minimiseur régulier, la convergence peut étre quadratique.

Fragilité

Loin de la solution, le modéle quadratique peut étre mauvais ou la direction peut
ne pas étre de descente.

Remedes

Recherche linéaire, régions de confiance ou modification de la hessienne globa-
lisent la méthode.

V.
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Conditionnement : deux messages

Numérique

Résoudre un systéme linéaire mal conditionné amplifie les erreurs numériques.

Algorithmique

Le gradient est ralenti par les longues vallées ; Newton compense mieux les échelles

si la hessienne est fiable. )

Modélisation

Une mauvaise mise a I'échelle des variables peut transformer un probléme raison-
nable en probleme difficile.
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Quasi-Newton

Définition : Principe

Les méthodes quasi-Newton utilisent di = —B, 'Vf(xc), ol By approxime la
hessienne a partir des gradients successifs.

Exemples

BFGS et L-BFGS évitent de calculer explicitement V2f; L-BFGS limite en plus
le stockage mémoire.

gradients mise a jour direcgion
successifs By —-B, "Vf

pas
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Moindres carrés non linéaires

Définition : Structure

On minimise f(x) = 3 ||r(x)||§ avec r : R" — R™ et jacobienne J,(x).

Gradient

V£(x) = Jy(x)"r(x). La hessienne contient J,(x)7 J,(x) plus des termes utilisant
les dérivées secondes des résidus.
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Gauss—Newton

Approximation

On remplace la hessienne par J,(xx) " J, (xx).

Direction

On résout J, (k) " Jr (i) die = —Jr (xi) T ().

Intérét

Les dérivées secondes des résidus sont évitées; la méthode est adaptée aux pro-
blemes de calibration et d’ajustement.
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Méthodes sans dérivées : quand les utiliser ?

Pertinent
Fonction boite noire, dérivées indisponibles, simulations non différentiables ou
bruitées. )

Risque
Un nombre élevé d’'évaluations peut étre nécessaire, surtout lorsque n augmente.J

A distinguer
Les algorithmes génétiques et métaheuristiques relévent d'un autre cours; ils ne
sont pas détaillés ici.
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Différences finies : approximation de dérivées

Définition : Approximation

Pour h > 0 et le vecteur de base e;, 9;f(x) ~ (f(x+ he;) — f(x))/h. Des formules

centrées améliorent souvent la précision.
v

Remarque : Pas h

Un pas trop grand crée une erreur de troncature; un pas trop petit amplifie les
erreurs d'arrondi ou le bruit. )

f(x)

f(x+ h) — f(x)

sH---------

hx+h

1

|

|

I

1

1

I

1

I
X
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Synthése des méthodes différentiables

Méthode Info Atout Limite
Nelder—Mead valeurs simple boite noire peu adaptée aux
grandes dimen-
sions
Gradient gradient robuste, peu col- sensible au condi-
teux tionnement
Newton hessienne rapide localement coliteux, fragile
loin de la solution
BFGS/L-BFGS  gradients compromis efficace dépend de la re-
cherche linéaire
Gauss—Newton  jacobienne idéal moindres car- modéle moins
rés fiable si  résidus
grands

Regle pratique
Commencer par identifier I'information disponible : valeurs seules, gradients, hes-
siennes ou jacobiennes.
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Optimisation convexe non différentiable

Optimisation continue | Optimisation convexe non différentiable | 13/09/2026 | Slide 28/67



Pourquoi un cadre non différentiable ?

Exemples

Les fonctions |x|, ||x||; et max; f;(x) sont convexes dans de nombreux cas, mais

ne sont pas différentiables partout. |

Remarque : Idée

Le gradient est remplacé par un ensemble de pentes de minorantes affines : le
sous-différentiel.

v

x|

X
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Sous-gradient convexe

Définition : Sous-gradient
Pour une fonction convexe f : R” — R, un vecteur v est un sous-gradient en
x € R" si pour tout y € R" :

Fly) > f(x) + v (y — x).

Définition : Sous-différentiel

L'ensemble de tous les sous-gradients en x est noté Jf(x).

x|

X
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Lien avec le gradient

Fonction lisse

Si f est convexe et différentiable en x, alors

Af(x) = {VF(x)}.

Non lisse

Au point anguleux, plusieurs minorantes affines peuvent étre exactes; le sous-
différentiel contient plusieurs vecteurs.

Géométrie

Chaque v € 9f(x) définit un hyperplan d'appui au graphe de f.
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Sous-différentiel de la valeur absolue
Définition : Calcul

Pour f(t) = |t|, on a
> Of(t)={1}sit >0,
> Of(t)={-1}sit<0
» 9f(0) = [-1,1].

Remarque : Interprétation

Au point 0, toutes les pentes entre —1 et 1 donnent une minorante affine exacte. |

x|

X

Optimisation continue | Optimisation convexe non différentiable | 13/09/2026 | Slide 32/67



Sous-différentiel de la norme /;

Définition : Norme /¢
La norme ¢; est définie par :

Fx) = llxlly =) Ixil.
i=1

Onav=(v,...,v,) € Of(x) ssi
> v; = sign(x;) lorsque x; # 0;

> v; € [-1,1] lorsque x; = 0.
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Condition d'optimalité convexe non lisse

Proposition

Pour f convexe, x* minimise f sur R” si et seulement si

0 € Of(x*).

Analogie

C'est la version non lisse de Vf(x*) = 0.

x|

0€ 0|0 = [-1,1]
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Fonctions composites

Forme

On consideére F(x) = f(x) + g(x), avec f convexe différentiable et g convexe
éventuellement non différentiable.

v
Optimalité
Une condition naturelle est 0 € V£ (x*) + dg(x*).
v
Exemple TP
2
f(a) = 3 1Da—yll; et g(a) = Allall;. )
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Algorithme du sous-gradient

Définition : Itération

Choisir vk € Of (xx) puis poser Xx11 = Xk — Otk Vk-

Remarque : Différence avec le gradient

La direction — vk n'est pas toujours une direction de descente. Les pas décroissants
jouent donc un role central.

x|
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Sous-gradient : avantages et limites

Avantage

Tres général pour les fonctions convexes non lisses.

Limite

Convergence souvent lente et trajectoire parfois oscillante prés des coins.

Usage

Utile comme méthode de référence ou lorsque I'opérateur proximal n'est pas dis-
ponible.
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Opérateur proximal
Définition : Définition

Pour g convexe et v > 0, prox. ,(z) = arg min,, (g(x) + % [Ix — z||§)
Interprétation

L'opérateur proximal résout le compromis entre minimiser g et rester proche du
point x.

\
\
\ &(x)
\ I
i :
) g
gly) = Alyl \ L |
| - I
o-- I
I
|
e minimal:
|
&(prox, . (x))
|
. . y
proxy .| (x) X
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Proximal de la norme ¢;

Définition : Seuil doux

Pour g(x) = X||x||;, le proximal agit composante par composante :

Sya(zi) = sign(z;) max(|zi| — v\, 0).

Effet

Les petites composantes sont annulées ; les autres sont rapprochées de zéro. C'est
le mécanisme numérique de parcimonie.

5,(x)

Y 2l x

seuil doux
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ISTA : probleme visé

Objectif
Minimiser :
F(x) = f(x) + g(x),

avec f convexe différentiable a gradient lipschitzien et g convexe proximable.

Etape gradient

On descend d'abord sur la partie lisse :
Z = Xk — '7Vf(xk),

ou +y doit respecter la régularité de V.

Etape proximale
On applique ensuite
Xk41 = prox,yg(zk).

Le terme non différentiable est traité par |'opérateur proximal.
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Optimisation sous contraintes
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Probléme avec contraintes d'égalité et d'inégalité

Formulation
Minimiser f(x) sous h(x) =0 et g(x) <0, ot h: R" - R et g : R" — RP.

Admissibilité
A= {x € R": h(x) = 0, g(x) < 0}. Les comparaisons de colit se font
uniquement sur A.

o

Solutions

Les notions deglobale et locale sont identiques, mais restreintes aux points ad-
missibles.

4
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Epigraphe : principe
Définition : Epigraphe
Pour une fonction f, epi(f) = {(x, t) : f(x) < t}.

Reformulation
Minimiser f(x) revient & minimiser t sous la contrainte f(x) < t, c'est sa dire :

min f(x) = rz(nip{t| f(x) <t}.

Propriété

f est convexe ssi epi(f) est convexe

epi(f)

o (x,t) € epi(f)

> X

Optimisation continue | Optimisation sous contraintes | 13/09/2026 | Slide 43/67



Epigraphe de la norme /4

Définition : Reformulation exacte

Le probleme min, g(x) + A ||x||; se réécrit
min g(x)+ A Z uj
1

sous —u; < x; < uj.

Remarque

La valeur absolue disparait de I'objectif : le probleme devient lisse avec des
contraintes linéaires.

v,

> <

u> x|
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Deux lectures de la pénalisation /4

Composite

q(x) + Al[x||; méne a I'opérateur proximal et a ISTA.

Contraint lisse

L'épigraphe mene a des contraintes linéaires et a un solveur de programmation

non linéaire. )

Choix pratique

La meilleure écriture dépend de la taille, des contraintes supplémentaires, du
besoin de certificats et des outils disponibles.
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Epigraphe d'une fonction maximum

Définition : Maximum
Pour f(x) = maxi<j<p fi(x), on introduit t et les contraintes f;(x) < t.

Equivalence
min, max; f;(x) <= min, . t sous f;(x) < t pour tout i.

t
A
epi(f)
X, t
£= () G e =i
~ t=f(x)
‘ = maxi<i<p fi(x)
|
|
. > X
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Relaxation : principe

Définition : Relaxation

Une relaxation remplace A par un ensemble A tel que A C A.

Borne
En minimisation, la valeur reldchée est inférieure ou égale a la valeur du probleme
initial :

min f(x) < min f(x)

xEA xeA

Exemple : A = {0,1}2 et A = [0, 1]?

relaxation {0,1}2 — [0, 1]?
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Relaxation convexe et PLNE

Tractabilité

Une relaxation convexe est souvent plus facile a résoudre et possede des certificats
globaux.

Borne inférieure

Pour un probleme de minimisation avec variables entiéres, la relaxation continue

fournit une borne inférieure. )

Utilité
En programmation linéaire en nombres entiers, ces bornes guident les méthodes
de branchement et coupures.

v
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Approximation par discrétisation

Définition : Discrétisation
Une variable continue v € [Vmin,Vmax] peut étre remplacée par une grille
{v1,...,vp}.

Remarque : Attention

La solution du probléme discret n'est pas automatiquement solution du probleme
continu ; une erreur hors grille apparait.

v

famille continue — grille finie

v
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Reformuler, approximer, relaxer

Reformuler
On cherche a garder le méme probléme tout en révélant une structure exploitable.J

Approximer
On accepte une erreur contrélée pour obtenir un probleme fini ou moins coﬁteux.J

Relaxer
On agrandit I'ensemble admissible pour calculer une borne et guider la résolution.J
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Lagrangien

Probléme général
Minimiser f(x) sous h(x) =0 et g(x) <0, ot h: R" - R" et g : R" — RP.

Définition

Le lagrangien est £(x, A\, 1) = f(x) + ATh(x) + n" g(x). )
Multiplicateurs

X € R est libre; 1 € RP vérifie 1 > 0 pour des contraintes gj(x) < 0. )

Interprétation

La stationnarité du colit est compensée par les normales aux contraintes actives.}
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Conditions de Karush—Kuhn=Tucker

Proposition : KKT, forme de premier ordre

Sous une qualification de contraintes adaptée, si x* est un minimum local régulier,
alors il existe \* € R et pu* € RY tels que

VLA N 1) =0, h(x*) =0, g(x*) <0, uigix*)=0.

Remarque : Lecture

La complémentarité impose qu'une contrainte inactive ait un multiplicateur nul.
£
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[llustration des conditions de KKTgs(x) =0

f(x)=c
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[llustration des conditions de KKTgs(x) =0

f(x)=c
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[llustration des conditions de KKTgs(x) =0

f(x)=c
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[llustration des conditions de KKTgs(x) =0
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[llustration des conditions de KKTgs(x) =0

—VI(x*) = M Vg (x*) + MoV (x*)
)\1 Z 0; >\2 Z 0
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Résidus de KKT

Faisabilité

Mesurer ||h(x)]|| et les violations positives max(g;(x), 0).

Stationnarité
Mesurer |V L(x, A, 1) |-

Complémentarité

Mesurer |u;igi(x)| et vérifier pu; > 0.
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SQP : idée générale

Définition : SQP
La programmation quadratique séquentielle remplace localement le probleme
contraint par un sous-probleme quadratique avec contraintes linéarisées.

Analogie

C'est I'équivalent contraint de Newton : on linéarise les contraintes et on ap-
proxime la courbure du lagrangien.

v

niveaux du
modéle g

Xk

contrainte
linéarisée
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Sous-probleme SQP

Modele
1
mdin V(x ) d + EdTBkd

sous les contraintes h(xx) + Vh(xk)d = 0 et g(xx) + Vg(xk)d < 0, ot By est a
définir
v

Itération

Apres résolution, on pose souvent X1 = Xk + a,dk avec une globalisation.
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SQP : avantages et difficultés

Avantages

Bonne efficacité locale, exploitation des dérivées, comportement proche de New-
ton prés d'une solution réguliére.

Difficultés

Le sous-probléeme peut étre coliteux ou infaisable; il faut gérer la faisabilité, la
fonction de mérite et le choix du pas.

Solveurs

SLSQP, SNOPT et des variantes de méthodes de points actifs ou de régions de
confiance sont couramment utilisées.

v
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Points intérieurs
Définition : Barriere et Chemin central
Pour gj(x) < 0, on remplace les inégalités par f(x) — 7). log(—gi(x)).
Lorsque 7 diminue, les minimiseurs des problémes barrieres approchent la frontiere
active sans la franchir.

v
Exemple
min  f(x1,%) =x1 — x
X1,X2
sous les contraintes x; > 0, x» > 0,
x1+x < 3.
v

x2 =0
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Points intérieurs : forces et limites

Forces

Bonne adaptation aux grands problemes lisses, exploitation des dérivées et trai-
tement naturel de nombreuses inégalités.

Limites
Nécessite un point intérieur ou des variables d’écart ; les systemes linéaires internes
et I'échelle des variables peuvent dominer le coiit.

Solveurs

IPOPT est un solveur libre majeur de programmation non linéaire par points
intérieurs.

v
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Utilisations des solveurs

Statut

Le message du solveur doit étre lu avec les tolérances et les résidus KKT.

Echelle

Des variables mal mises a I'échelle dégradent les systémes internes et les critéres

d'arrét. |

Initialisation

L'initialisation influence fortement les problemes non convexes et peut affecter la
faisabilité intermédiaire.
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Synthése des cadres et solveurs
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Arbre de décision

avec
contraintes

reformulation

épigraphe
variable auxiliaire
relaxation

gradient
Newton
BFGS
Gauss—Newton

sous-gradient non diff.
proximal non convexe
ISTA pas vu

points intérieurs

e 2
différentiable ? IPOPT

[proh\éme obtenuJ

ouj non
SQP sous-gradient
points intérieurs proximal
IPOPT ISTA
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Choisir une famille d'algorithmes

Question Oui Non
Contraintes explicites ? KKT, SQP, points in- méthodes sans
térieurs contrainte
Colt différentiable ? gradient, Newton, sous-gradient, proxi-
quasi-Newton mal, reformulation
Gradient disponible ? ordre 1 ou 2 ordre 0 ou différences
finies prudentes
Composite f + g proximable? ISTA/FISTA reformulation ou sous-
gradient
Convexe? certificats globaux  optimum local, initiali-
possibles sation importante
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Reperes de solveurs

Cadre

Méthodes typiques

Outils a connaitre

Boite noire locale
Lisse sans contrainte
Contraintes lisses

Composite convexe

PL/PLNE

Nelder—-Mead, Powell, CO-
BYLA

BFGS, L-BFGS, Newton-
CG
SLSQP,
IPOPT
ISTA, FISTA, proximal

trust-constr,

simplexe, points intérieurs,
branchement

SciPy, NLopt

SciPy, Julia Optim, MAT-
LAB
SciPy,
SNOPT
implémentations  dédiées,
CVXPY selon probleme
HiGHS, GLPK, CBC, Gu-
robi, CPLEX

CasADi+IPOPT,

Remarque : Prudence

Un nom de solveur ne remplace pas |'analyse : type de probléme, dérivées,
convexité, échelles et tolérances restent déterminants.
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Messages a retenir

Cadre
Convexité, différentiabilité et contraintes déterminent le sens des conditions d'op-

timalité. )

Formulation

Epigraphe, relaxation, discrétisation et pénalisation peuvent changer la famille
numérique du probleme.

v

Analyse des résultats

Un bon résultat combine faible coiit, faisabilité, stationnarité et pertinence appli-
cative.

V.
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Passage au BE

Dictionnaire

La discrétisation transforme une famille continue de fréquences en colonnes de
matrice.

4

Parcimonie

La norme #; remplace un comptage combinatoire par une pénalisation convexe
non lisse.

ISTA

Le proximal de ¢; fournit une itération simple, interprétable et directement pro-
grammable.

v
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